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Produto interno em R”

Dados os vetores X = (x1,...,xp,) e Y =(y1,...,yn) € R"
e 0 produto interno (ou produto escalar) de X e Y é o escalar real
34!
X-Y=XTy = [Xl Xn} :
Yn
= X1y1+ -+ XnYn

Nota: Pode também utilizar-se a notagdo X|Y ou (X, Y).

e 0 comprimento ou norma de X é

IXIF = VXX =5+ 4G
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Propriedades do produto interno em R”

Dados X,Y,Z€eR" e a € R,

1. X-X>0;
2. X-X=0 << X =0;
3. X Y=Y X;

4, i (X+Y)-Z=X-Z+Y-Z,

i X-(Y+2)=X-Y+X-Z

(&,

(X)) Y=a(X-Y)=X-(aY),

[=)]

- NlaX|l = fal [X].
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Desigualdade de Cauchy-Schwarz e desigualdade triangular

Teorema (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

Dados X, Y € R”,
XY < (IX[[ Y-

Teorema (Desigualdade Triangular)

Dados X, Y € R”,
X+ Y] < IX][+ Y]

Vetores, Retas e Planos ALGA ™ 4/22



Angulo entre vetores

Em R?, sejam X = (x,0), x >0
e Y =(a,b)#(0,0).

Temos:
e X -Y=xa e | X|=x
XY
e —— =a=|Y] cos(f)
[1X]]
XY
LOgO, COS(H) = W’ 0 S [077'(']

Em geral, para X, Y € R"\ {0}, o angulo entre os vetores X e Y é

0= Z(X,Y) = arccos

Nota: pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

y
Y = (a, b)
v
< o
0! X =(x,0) a X
XY X Y
XTI~ 2 vy

Il <1

e

0 € [0, ).
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Vetores ortogonais, colineares, com o mesmo sentido e unitarios

e Dados os vetores X, Y € R"\ {0},

> X e Y sdo ortogonais ou perpendiculares, X LY, se § = g

» X e Y sdo colineares ou paralelos ou tém a mesma direc3o,
sefd =0o0uf=m,ie,se|X-Y|=|X||YI

> X e Y tém o mesmo sentido, se 6 =0, i.e., se X - Y = || X]||| Y]]

> X e Y tém sentido oposto ou contrdrio, se 6 =, i.e.,, se X - Y = —|X|||| Y]l

Por convengdo, se X =0 ou Y =0, entdo X e Y sdo colineares e ortogonais.

e Um vetor unitdrio é um vetor de norma igual a 1.

Se X # 0, o vetor
1

= — X
11|

é um vetor unitario com a mesma direc3o e sentido de X.

V)

ie,se X-Y=0.
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Produto externo em R3

Dados os vetores X = (x1,x2,x3) € Y = (y1,y2,¥3) € R3,

e o produto externo (ou produto vetorial) de X e Y é o vetor de R3

X XY = (xoy3 — X3y2, X3y1 — X1¥3, X1Y2 — Xo)1).

Nota: Para determinar o produto externo pode utilizar-se COMO AUXILIAR DE CALCULO o
seguinte “determinante simbdlico”

ik i =(1,0,0)
XxY=|x1 x x3 com Jj=1(0,1,0)
i y2 ¥ k =(0,0,1)

fazendo o seu desenvolvimento pela primeira linha.
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Propriedades do produto externo em R3

Dados X,Y,Z € R3, o € R, e O o vetor nulo de R3
1. XxY=—(YxX),

2. . Xx(Y+Z2)=XxY+XxZ,
i. ( X+Y)xZ=XxZ+YxZ,

w

a(X xY)=(aX)x Y =Xx(aY);

=

X x X =0;
5. Xx0=0xX=0;

6. Férmulas de Lagrange
i (XxY)xZ=(Z -X)Y—(Z-Y)X,

i. Xx(Yx2)=(X-2)Y—(X -Y)Z

7. ldentidade de Jacobi

Xx(YXZD)+YXx(ZxX)+Zx(XxY)=0.
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Vetor produto externo (interpretacao geométrica)

Proposicao:
Sejam X,Y € R3. O vetor X x Y é ortogonala X ea Y, e

X Y =X Y[l sin(6)

onde @ é o angulo entre X e Y.

Observacao:

O vetor X x Y é o vetor ortogonal a X e Y, com norma || X]||| Y] sin(d) e tal que os vetores
X, Y e X xY, aplicados no mesmo ponto, formam um triedro direto (regra da méao direita).

XxY
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Produto misto e consequéncias das propriedades do produto

interno em R3

Se X = (X15X27X3)7 Y = (Y17Y27)/3)a Z= (21722723) S R3, entao
X1 X2
(XxY)-Z =X (YXZ) = |n

Z1 22

diz-se o produto misto de X, Y e Z.

Consequéncias das propriedades do produto interno em R3
1. Como (X xY) - X=(XxY)-Y=0, entdo

X x 'Y é um vetor ortogonal a X ea Y.

2. | X x Y| = |IX|IIY] sin(0), onde 6 é o angulo entre X e Y.

Exercicio: Mostre que Y- (Z x X)=(XxY)-Z.

X3

¥3
z3
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Aplicacoes do produto externo e do produto misto

Sejam X, Y, Z € R3, entdo
e a drea do paralelogramo com lados correspondentes aos vetores X, Y é

Ap = X x Y|

e a drea do triangulo com dois dos seus lados correspondentes aos vetores X, Y é
_ lIxxY]
Ap =155

® 0 volume do paralelepipedo com arestas correspondentes aos vetores X, Y, Z é
V=|(XxY)Z|

Exercicio: Prove estas afirmagdes, resolvendo os exercicios 7.(a) e 9.(a) da Folha de exercicios n23.
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Distancias

A distancia entre dois pontos P e @ de R" é

d(P, Q) = ||PQ].

Em particular, para Q(x1,...,%,) € P(y1,...,¥n), tem-se

d(P.Q) =+ (xa—y1)2+ -+ (X0 — yn)>.

Dados F e G (F e G sdo pontos, retas ou planos de IR3), a distancia entre F e G é

d(F,G)=min{d(P,Q): PeF, Qeg}.

Nota: Se F NG # ), entdo d(F,G) = 0. De seguida, analisamos os casos em que F e G sdo
disjuntos.
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Distancia de um ponto a um plano

— Recorrendo ao ponto do plano mais préximo do ponto considerado.

Dados um plano P e um ponto P ¢ P, existe uma Unica reta R perpendicular ao plano P e
contendo o ponto P.

A distancia do ponto P ao plano P é
d(P,P)=d(P,Q),

em que @ é o ponto de intersecdo da reta R com o plano P.
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Distancia de um ponto a um plano

— Recorrendo a um ponto arbitrario do plano e a equagdo geral do plano.

Dados um plano P e um ponto P ¢ P, sejam @ € P e w um vetor ndo nulo ortogonal ao
plano P. Entao,

d(P,P) =

Sendo P(xo, vo,20) € ax + by + cz + d = 0 uma equagido geral do plano P, tem-se

_axo + byo + cz + d|

WP = mr e
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Aplicacao: Distancia de uma reta a um plano e distancia entre
dois planos

Uma reta R e um plano P disjuntos sdo estritamente paralelos. De forma analoga, dois planos
disjuntos, P e P’, sdo estritamente paralelos.

» A distancia de uma reta R a um plano P coincide com a distdncia de um qualquer ponto
da reta R ao plano P, ou seja,

d(R,P)=d(P,P), para qualquer P € R.

» A distancia entre dois planos P e P’, coincide com a distancia de um ponto arbitrario de
um dos planos, por exemplo, P’, ao outro plano, ou seja,

d(P',P)=d(P,P), para qualquer P € P’.
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Distancia de um ponto a uma reta

— Recorrendo ao ponto da reta mais préximo do ponto considerado.

Dada uma reta R e um ponto P ¢ R, existe um tnico plano P perpendicular a R e que
contém P.

A distancia do ponto P a reta R é
d(P,R)=d(P,Q),

em que @ € o ponto de intersec3o da reta R com o plano P.
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Distancia de um ponto a uma reta

— Recorrendo a um ponto arbitrario da reta e a um vetor diretor da reta.

Dada uma reta R que passa pelo ponto @ e que tem vetor diretor v,

R

e um ponto P ¢ R, tem-se que

o(P.R) = TP |sin() = X OP

)

[l

sendo ' 0 angulo entre os vetores u e B
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Aplicacao: Distancia entre retas paralelas

— Através da distancia entre um ponto e uma reta.
Duas retas disjuntas de R3 s3o estritamente paralelas ou enviesadas.

A distancia entre duas retas estritamente paralelas R e R’ coincide com a distancia de um
ponto arbitrario da reta R’ a reta R, ou seja,

d(R',R)=d(P,R), para qualquer P € R'.

~0

\ d(R',R)
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Aplicacao: Distancia entre retas enviesadas

— Através da distancia entre uma reta e um plano.

Sejam R e R’ duas retas enviesadas. Existe um dnico plano P estritamente paralelo a R e que
contém R'.

A distancia entre as retas enviesadas R e R’ coincide com a distancia entre a reta R e o plano
P:
d(R,R") =d(R,P) =d(P,P), para qualquer P € R.

Vetores, Retas e Planos ALGA ™ 19/22



Aplicacao: Angulo entre retas

Dadas duas retas R e R’ de vetores diretores u e u’, respetivamente,

o angulo entre as retas R e R’ é
/ |L’ ) [ll‘
Z(R,R") = 0 = arccos
[Jullllu"]|

us

com 6 € [0,5] e 0 =0 se e s6 se as retas sdo paralelas.
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Aplicacdo: Angulo entre planos

O angulo entre os planos P e P’ é

Z(P,P)=6=Z(R,R),

sendo R e R’ retas perpendiculares aos planos P e P/, respetivamente.
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Aplicacao: Angulo entre uma reta e um plano

R / R
0=2Z(R,P)
=/(R,R')
. \)0 sdo angulos

- complementares

‘ (0=3-0)

O angulo entre uma reta R e um plano P é
™ !/
Z(R,P)=0= 5 Z(R,R"),
onde R’ é uma reta ortogonal ao plano P. Entdo

. |u-wl T
Z(R,P)=arcsin ——— € |0, = |,
[ullllwll { 2]

onde u é um vetor diretor da reta R e w é um vetor ortogonal ao plano P.
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